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1 Einfithrung

Wozu Okonometrie?

e Datenbeschreibung iiber den Zustand der  Wirtschaft,

Einkommensverteilung

e Quantifizierung von Okonomischen Zusammenhingen. Dies ist

umso wichtiger, da die 6konomische Theorie in vielen Fillen nicht
einmal qualitative Aussagen machen kann (z.B. Einkommens-
versus Substitutionseffekt, Zusammenhang Menge und Preis,
Wirtschaftswachstum und Arbeitslosigkeit, Absatz und Werbung,

Zinssitze und Borsenkurse, Steuern, etc.
e Testen okonomischer Theorien

e Prognosen: Inflation, Wirtschaftswachstum, Zinssitze, Verkiufe,

Energiebedarf, etc.

e Politikberatung: Steuern, Staatsausgaben; Abschitzung des

Marktpotentials



Einfiihrung in die Okonometrie

Ziel der Okonometrie ist die Konstruktion okonometrischer Modelle.

Mittel der Okonometrie:

Mathematik

Okonomische
Theorie

Okonometrie

angewandte
Statistik

Abbildung aus Ragnar Frisch (1933): Griindung der ,,Econometric Society*;

Zeitschrift ,,Econometrica‘
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1.1 Einige Lehrbiicher

Das Buch zur Vorlesung:

Wooldridge, J. M. (2003), Introductory Econometrics, Ohio, South-

Western.

Weitere Lehrbiicher:

Amemiya, T. (1994): Introduction to Statistics and Econometrics,
Cambridge, Massachusetts: Harvard University Press.

Davidson, R. und J.G. MacKinnon (1993): Estimation and Inference
in Econometrics, Oxford: Oxford University Press.

Greene, W.H. (1993): Econometrics, 2nd Edition, Upper Saddle River:
Prentice-Hall and New York: Macmillan.

Greene, W.H. (1997): Econometrics, 3rd Edition, Upper Saddle River:
Prentice-Hall.

Greene, W.H. (2000): Econometrics, 4th Edition, Upper Saddle River:
Prentice-Hall.

Kennedy, P. (1998): A Guide to Econometrics, Oxford: Oxford
University Press.

Maddala, G.S. (1992): Introduction to Econometrics, London:
Macmillan.

Beispiele aus:

Berndt, E.R. (1991): The Practice of Econometrics, New York:
Addison Wesley.
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1.2 Einige 6konometrische Programmpakete

In den Ubungen werden wir mit der Software EViews arbeiten.
EViews hat ein sehr bequeme graphische Oberfliche und erlaubt die
Schitzung aller hier behandelten Modelle. Wir verwenden EViews
auch in den weiterfiihrenden Vorlesungen Zeitreihenanalyse und

Mikrookonometrie.

Weiter Statistik Programme:

EVIEWS allgemeines Okonometriepaket
STATA allgemeines Okonometriepaket
Micro-TSP  allgemeines Okonometriepaket
TSP allgemeines Okonometriepaket

SHAZAM allgemeines Okonometriepaket

SAS allgemeines Statistikpaket
SPSS allgemeines Statistikpaket fiir Sozialwissenschaften
RATS Zeitreihenanalyse

LIMDEP qualitative Variable

GAUSS matrix-orientierte Sprache

MATLAB matrix-orientierte Sprache
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2 Das Kklassische lineare Regressionsmodell

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 1 oder Greene (1993), Kap. 5.

2.1 Ein Beispiel: capital asset pricing model CAPM

R; =Rp+B(Ry —Rp) +¢
R; Ertrag der i-ten Aktie
Rg Ertrag der risikolosen Anlage

Ry Ertrag des Marktes

Bi Beta der i-ten Aktie (Mass fiir das Risiko einer Anlage); bestimm-

bares Risiko (deterministisch)

€ das idiosynkratische Risiko (das unsystematische Risiko); unbe-

stimmbares Risiko (stochastisch)

Das okonometrische Modell
R, —-Rp =0 +Bi(RM _RF)+8'

1

Hypothesen: o, = 0 oder . = 1
B. = 1 bedeutet, dass die Aktie i das gleiche Risiko wie der Markt hat.

o > 0 bedeutet, dass die Renditen der Aktie 1 ,iiberdurchschnittlich®

sind.
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2.2 Das statistische Modell

y, =0 +PBx, +€,
Bezug zum CAPM:
y; Beobachtung von R; - Rg zum Zeitpunkt t
x; Beobachtung von Ry, - Rg zum Zeitpunkt t
Ziel ist die Schitzung von o und P fiir die i-te Aktie
Stichprobe:
Beobachtungen (y,, x) firt=1,..., T

Die Storungen (&) sind nicht beobachtbar

Y, X,
Pridiktand Préadiktor
Regressand Regressor

erklédrte Variable erkldarende Variable
abhingige Variable unabhingige Variable
Effekt Ursache
endogene Variable exogene Variable

Zielgrosse Kontrollvariable
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Annahmen:

1. Linearer Zusammenhang zwischen Priadiktand und Pradiktor

2. Eg,=0 fir alle t; Erwartungswert (Mittelwert) der Stérungen ist
Null

3. Vg = o fiir alle t; konstante Varianz, (Homoskedastizitit)

4. Eeg, =0 fiir alle t#s; Storungen sind unkorreliert in der Zeit,

(unkorrelierte Storungen)

5. Exg =0 fiir alle t; keine Korrelation zwischen Regressoren und
Storungen, (Orthogonalitdt von Regressoren und Storungen)
2 1 T

6. X, ist deterministischund >x —_° (x, - %)
T-1 T-15

(keine Multikollinearitit)

7. & ~N(0, ") (Normalitiit)

2.3 Schitzung: die Methode der kleinsten Quadrate (OLS)

Literatur: Wooldridge (2003), Anhang C.6 oder Greene (1997),
Kapitel Example 6.7, p. 238.

Kleinstquadrateproblem (,,ordinary least squares* OLS):

. —o—PBx,) * > min
oB

[\mﬂa
Ma

t=1

-
Il
—_



11 Einfiihrung in die Okonometrie

Losung:

mit

DEFINITION:

Kleinstquadratepradiktor:

Kleinstquadrateresiduum:
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Geometrische Interpretation des Kleinstquadrateschitzers:

Der Punkt y = (yy,...,y1)' wird auf die durch die Konstante ¢ = (1,...,1)’
und den Regressor x = (xy,...,.xy) aufgespannte Ebene projeziert.

Dadurch bildet sich in § ein rechter Winkel. Der Abstand zwischen y

und ¥ ist dabei im Sinne der euklidischen Metrik minimal.

2.4 Giite der Anpassung: das Bestimmtheitsmass R*

Wie gut st die Regressionsgerade? (,,measure of fit®,

Bestimmtheitsmass)
A 3 2 A2 . . .
Z:(yt — o= th) = th kann beliebig skaliert werden.

,total sum of squares*: SST = Z:(yt —?)2 = si
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t V—BY-I-BXt +ét

+
o>
[l

Yi—Y= B(Xt _i)—'_ét
Durch quadrieren unter Beriicksichtigung der Orthogonalitits-
bedingungen sowie anschliessendes aufsummieren ergibt sich:

ss=2 (v -y =B (x, -xF+ Y& =P +SSE
=

total sum of squares regression sum of errorsum of
SST squares SSR squares SSE

Damit lisst sich das Bestimmtheitsmass R* folgendermassen

definieren:

L2 SSR_P’: _ SSE_ . D&

> 1- mit0 <R <1
SST s

- SST 52

y

Geometrisch gesehen ist das Bestimmtheitsmass der Cosinus des
Winkels 8 zum Quadrat: R* = cos”6. Fiir 8 gleich null ist der Cosinus
eins, daher die Anpassung maximal. Fiir 0 gleich ©/2 (90 Grad) ist der

Cosinus 0, die Regression erklért nichts.

Korrelationskoeffizient und Bestimmtheitsmass

Der Korrelationskoeffizient zwischen x und y ist definiert als:
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Das empirische Aquivalent dieses Korrelationskoeffizienten betrigt:

— SXY
I'X’y

Y
S, S, Bsy

Die Steigung der Regressionsgeraden ([3) hat das selbe Vorzeichen
wie 1y. Das

Bestimmtheitsmass

entspricht
Korrelationskoeffizienten:

dem quadrierten

p2 _SSR_B7sT

2 =>0<R*<1
SST s ¥

Die Beziehung des empirischen Aquivalents des Korrelationskoeffi-

zienten zwischen y und §,, mit r, ; bezeichnet, zum Bestimmmtheits-
mass ist gegeben durch:

s sy 2696 -9F 0Bk -x)f
L= 2 2.2(2
S,S§ s,SSR S
. BZ[Z (Yt —yNX, _Y)]z _ Siﬁz Siy Rz
o 525232 o g2 X st4 o
yoX y X
Zusammengefasst:
2 2 2
r,,=1,,=R
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2.5 [Eigenschaften in kleinen Stichproben

SATZ (Gauss-Markov): Unter den Annahmen 1-6 ist der OLS-Schitzer
der beste lineare erwartungstreue Schitzer fiir o und . Der

OLS-Schitzer ist BLUE ("best linear unbiased estimator").

Falls € ~ N(O, 62), dann gilt:

1, =X
B B)’ —X 1

Dies ist so zu lesen:

2 —
(0 ~ A O X
—- und Cov(a,f)=-—
SX SX

, Vp=

. A (0}
mit V(X,:?-l' >

Der OLS-Schitzer von 62 1st definiert durch:

R
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2 . . .
Der OLS-Schitzer von o ist nicht erwartungstreu. FEin

erwartungstreuer Schitzer ist gegeben durch:

62 Z a2 A
Es gilt: (T - 2)—2 = Lex*(T-2) unabhingig von f3.
o o

Bei bekannter Varianz ist

Bei geschitzter Varianz ist
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Einschub: Beziehungen zwischen einigen Verteilungen

Literatur: Wooldridge (2003), Anhang B.4 oder Kapitel Greene (1997,
2000), Kapitel 3.4.

. z~N(0])= 2% ~ %(1)
2. x, . . . x, sind T unabhingige Zufallsvariable mit xz(l)
Verteilung, dann ist x,+-+x; ~ %*(T).
3. Z, .2, sind T unabhingige Zufallsvariable mit z ~ N(O, (52),
T (7 \?
dann gilt Z(—tj ~x*(T).
=1 \ O
x; ~x*(ny)
4 X2~X2(n2) >:>ﬂ~ ng,n
X, /M, v
X, und X, unabhingig
5 7 ~ N(O,l) 7
. = ~t
x ~ % *(T) JxT
Z2 2 2 2
6. —~F; daz ~yx(1)undx ~y (T)

x/T
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Einschub: Formulieren und Testen von Hypothesen

Literatur: Greene (1993), Kapitel 4.8, (1997, 2000), Kapitel 4.9.

Nullhypothese: H,
Alternativhypothese oder Gegenhypothese: H,

Die Nullhypothese stellt in der klassischen Priifstatistik die Basis dar,
von der aus entschieden wird, ob die Alternativhypothese akzeptiert
werden kann oder nicht. Nur wenn die Daten "praktisch" nicht mit der
Nullhypothese erkldart werden konnen, darf sie zugunsten der

Alternativhypothese verworfen werden.

a-Fehler oder Fehler erster Art ("type I error"): Die Nullhypothese

wird abgelehnt, obwohl sie wahr ist.

B-Fehler oder Fehler zweiter Art ("type II error"): Die

Nullhypothese wird nicht abgelehnt, obwohl sie falsch ist.

In der Population gilt

HO Hl
Entscheidung aufgrund o
der Stichprobe rlchtl'ge B-Fehler
Entscheidung Fehler 2. Art
zugunsten von H,
Entscheidung aufgrund hii
der Stichprobe o-Fehler rictige
Fehler 1. Art Entscheidung

zugunsten von H,
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e Die Wahrscheinlichkeit einen Fehler erster Art zu begehen, heisst

Signifikanzniveau ("size"; "significance level") des Tests und wird

tiblicherweise mit o bezeichnet. Dieses ist typischerweise 0.05.

e Die Wahrscheinlichkeit mit der eine falsche Nullhypothese

verworfen wird, heisst Méchtigkeit des Tests ("power")

Michtigkeit = 1 - B = 1 - P(Fehlers zweiter Art)

® Bei gegebenem Signifikanzniveau o mochte man B so klein als
moglich halten. Die Michtigkeit eines Tests hidngt allerdings vom

wahren Wert des Parameters ab.

Mé&chtigkeit eines Tests (I—!): B =0undN(B,1))

1 T T T T T T T T 1

o o o
~ oo ©
T T T

(=}
»
T

Wahrscheinlichkeit der Ablehnung (1 - B)

o
"
T

|
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
wahrer Wert von 3

o
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3  Das multiple lineare Regressionsmodell

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 6.1-6.6.

3.1 Das statistische Modell

Fiir die Beobachtungen t = 1,...,T wird der Zusammenhang postuliert:

Y, =B Xy +Byxy o+ Py Xy TE

Matrixschreibweise:
X X oo X
11 21 K1
¥i B, €
X X oo X
12 22 K2
Y : : : . B, )
RES : : . : A ol
X X oo X
1T 2T KT
YT — —— — BK 8T
1.Re gressor 2.Re gressor K—ter Regressor
Y. XI } 1. Beobachtung Bl 81
Yy, X,Z } 2. Beobachtung BZ € )
RES . A e
yT X,T } T. Beobachtung BK 8T
y=XB+¢e

Ziel ist die Schitzung der unbekannten Parameter § und o2, sowie das

Testen von Hypothesen iiber diese Parameter.

Das Regressionsproblem ist nur dann sinnvoll, wenn die K
Regressoren linear unabhiingig sind. In diesem Fall hat die Matrix X

den Rang K. Eine notwendige Bedingung dafiir ist, dass die Anzahl
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der Beobachtungen grosser als die Anzahl der Regressoren ist, d.h.

T =K.

Annahmen:

1.

funktionale Form

lineares Modell: y = X3 + €
Erwartungswert null

Ee=0

konstante Varianz (Homoskedastizitdt) und keine Korrelation
zwischen den Beobachtungen

Eee =67 Iy (Be2=0>:  Eeg, =0 fiirt#s)

keine Information in X iiber €

E(g/X) =0 = cov(X,€) =0

keine Multikollinearitit
X ist deterministisch mit rang(X) = K.

Daraus folgt: (X'X)! existiert.
Normalitit

€ ~ N(O,GZIT)
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3.2 Schitzung: die Methode der kleinsten Quadrate (OLS)

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3.2 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 6.4-6.4.2.

Der OLS-Schitzer (,,ordinary least squares‘) minimiert die Summe der

quadrierten Residuen:

S(B)=¢ee=D & — min

T o
OLS-Schiitzer: B=(XX)"Xy= (thx:J XY,
t=1 t=1

OLS-Residuen:

Vv

e=é=y-9=y-Xp ={IT —X(X’X)IX’jy: My
M
M ist eine Projektion (M ist symmetrisch, d.h. M = M"; M ist
idempotent, d.h. MM = M). Es gilt MX = 0: M projiziert auf den

Raum, der orthogonal zu den Spalten von X aufgespannten Raum

steht.

Der OLS-Pridiktor von y:

§=Xp=X(X'X)"Xy =Py

P

P ist eine Projektion (P ist symmetrisch und idempotent). Es gilt PX =

X: P projiziert auf den von den Spalten von X aufgespannten Raum.
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3.3 Giite der Anpassung: das Bestimmtheitsmass R>

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3.2 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 6.5.

4

Mittelwertbereinigung: x, —X ; x=(X, X, *** X;)

’

Mit Hilfe von 1=(1 1 -.- 1) ldsst sich ein Operator M’ zur

Vo
T Einsen

Mittelwertbereinigung generieren:

1
M’ =1, -1(11) V=1, - 1 l(1 1 1)=1; LY
T T
1
X, —X
M°x = : : M entspricht den mittelwertbereinigten Daten
Xr—X

Das Bestimmtheitsmass R? ist definiert als:

R?>=1- eeo :1_887E2887R
y' My SST SST

SATZ: 0 <R*< 1, falls X eine Konstante enthilt.
BEWEIS: M’y = M°XB+M% = M°XB +e
yM'y = (X’ +e/ M XB+(BX +e’)e

=B XM XB+e M °XB+p'Xe+e’e =P X'M°XB+e’e
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_prxrMOXg C
yM’y  y'M’y
%/_J %K_J

>0 >0

=1 >0

BEMERKUNG: Falls X keine Konstante enthalt, 1st
M’ # e und e’M°X # 0. Das R” ist in diesem Fall beliebig, es kann

sogar negativ werden.

Das korrigierte Bestimmtheitsmass R*

R? steigt mit der Anzahl der Regressoren

Korrigiertes R*:

=2 e’e/(T - K) _,_ T-1

Das korrigierte R* kann fallen, falls ein zusitzlicher Regressor in die

Gleichung eingebaut wird; es kann sogar negativ werden.

3.4 Eigenschaften in kleinen Stichproben

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3.5 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 6.6.1-6.6.2.

Erwartungswert des OLS-Schitzers:

B=(X'X)"Xy=(XX)"X(XB+e)=B+(X'X)" Xe
= EB=B+(X'X)" X Ee =
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d.h. der OLS-Schitzer ist erwartungstreu.

Varianz des OLS-Schitzers:

A

VB = E[(B —~B)(B- B)} = (X’X) "X/ (Bee)X(X'X) " = o*(X’X)”

Varianz—Kovarianz—Matrix

Gauss-Markov Theorem: Der OLS-Schitzer ist der beste lineare

erwartungstreue Schitzer von P. Dies gilt auch fiir jede beliebige
Linearkombination w'. D.h. der OLS-Schitzer ist auch beziiglich

jedes einzelnen Koeffizienten BLUE.

3.5 Das Testen von Hypothesen: t-, Wald- und F-Test

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3.2 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 6.6.3-6.6.6, 7.2.

Der OLS-Schitzer ist eine lineare Funktion von €. Aus Annahme 6
folgt  daher, dass [§~ N(B,GZ(X’X)_l), insbesondere  gilt
B, ~ N(Bk,GZ(X'X);), wobei 6%(X'X),, =6°S,, = VB, . Daraus folgt
fiir die standardisierte Verteilung:

A

==

k_Bk

6°S,,

~ N(0,1)

;

wobei Sy, das k-te Diagonalelement von (X'X)"! bezeichnet. 6° ist

jedoch nicht bekannt, kann aber aus den Residuen geschitzt werden:
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e = My = M(XB+¢€) = Me. Daher ist e'e = eM'Me = € Me

E(e’e) = E[tr(e’e)] = E[ tr(¢'Me)] = E[tr(Mee)| = tr[M&%ﬁ] = o’ tr(M)

621T
(M) = {1, - X(X'X)"X)

= (1, ) - tr(X(X'X) ' X)=T - t{(X'X)I (X’X)] —T-K

Iy

Ein erwartungstreuer Schitzer von 67 ist daher:

62 = ¢ = e’e _ yy—-yXp _ y' My
T-K T-K T-K

Die geschitzte Varianz von f ist demnach s*(X’X)™".

Es gilt:

2 ,
S e’e € €
T-K)— = =(—) M(—j~ 2=yl
( )62 6> \o o) " Lwtw T Xrx

Diese Verteilung ist unabhingig von By, so dass

A

Bk_Bk
¢ = 6°Sy  _Bi B ¢
k — ) ) - ) T-K
\/(T—K)s /o $°S,,
T-K

Der Hypothesentest bei einzelnen Koeffizienten erfolgt analog zum

einfachen linearen Regressionsmodell.
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Test einer linearen Restriktion
H(): I'1B1+ I'2l32+ ... +I'KBK:I" B:q

t-Statistik: t= = ~lrk >

wobei V{ = V(r’fi) =s2r/(X’X)'r

H()Z 5[3:3

Die Anzahl der Restriktionen J entspricht der Anzahl der Zeilen

von R.

e Test eines einzelnen Koeffizienten: Hy: B = 0

R=|0 --- 0 1 0 --- 0 q=0

k—te
Stelle

e Test mehrerer Koeffizienten auf null: Hy: 3; = B,=p5; =0

1 000 - 0
R=l0 100 - 0| q=
0010 - 0 0

e Test auf Gleichheit: Hy: B1 = B>

R=(1 -1 0 - 0) q=0
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Der OLS-Schitzer ist normal verteilt = R[AS —q ~ normal verteilt
) o) ’ 2 ’ -1/
V(RB-q)=RV(B)R"=c’R(X'X)"'R

Wald-Test:

4
A A

W= (R a] V(1) ()

’ -1/ - 2
=(RB-q) [GzR(X X) R] (RB-gq)~x;
o ist nicht bekannt, wird aber durch den unverzerrten Schitzer s>
ersetzt. Die so ermittelte neue Testgrosse ist als Verhiltnis von zwei

xz—verteilten Variablen Fj 1 g-verteilt:

(R-a) [o"ROxx)"R] (RE-a) 1
(T-K)s*/o’| (T-K) HE

F=

Durch geeignete Umformung lisst sich 6* eliminieren und es ergibt

sich die Testgrosse zu

o (RB=q) [r(x%) 'R (Rb=q)

e’e/(T-K)
_ (RB-q) [s"R(X"X)" R’]_l (RB-q)
]

J = Anzahl Restriktionen, Anzahl Zeilen von R
T = Anzahl Beobachtungen

K = Anzahl Regressoren
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4 Relevante Regressoren

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3.3 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 8.4.

4.1 Partielle Regression
Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 6.4.3.

y=XB+e=XB, +X,B, +¢€

wobei X = (X;,X,) ist. Der OLS-Schitzer ist gegeben durch:

(ﬁlj:(XIXI Xixz)l(xbj
B, XX, X3X, X%y

Die Losung fiir 3, ist gegeben durch:

62 = [X,z (IT _XI(X;XI )_1X;)X2]_1X,2 (IT _XI(X;XI )_1X;)y

’ — ’ 7’ X7 —1 /) ~
= (X2M1X2) 1XzNID’ = (szz) X,y

mit X, =M,X, und §=M,y.

4.2 Ausgelassene Regressoren (''omitted variables'')

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 3.3 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 8.4.2.

Das "wahre" Modell ist: y = XB; + X;B, + €
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In der Schitzung wird allerdings X, vernachldssigt und das

fehlspezifizierte Modell y = X;B; + € geschiitzt.
O / -1 / ’ -1 /
B, :(XIXI) le:(XIXl) XI(XIBI +X,B, +8)

=B, +(X!X,) " X/X,B, +(X!X,) " Xle

EB] = Bl + (X;X1 )_1 X;X%Bz

.

Vo

P1.2

2 2 ’ -1
VB, =0 (XIXI)
Der OLS-Schitzer ist verzerrt bzw. nicht erwartungstreu. Die

Richtung der Verzerrung ("bias") hidngt sowohl von X' X,, der

Kovarianz zwischen X; und X, als auch vom Koeffizienten [3, ab.

In der korrekten Regression wird [3; geschitzt als
A ’ -1 ’ : ’ -1 ’
B, = (X1M2X1) XM,y mit M, =1, _Xz(szz) X5 -

A

Bio =(XIMLX,) XM, (X B, +X,B, +¢)
y
= B1 +£XIM2X1)_1XIM2X2B% +(XIM2X1)_1XIM28
~0 da M,X,=0

= Bl +(XIM2X1)_] XIMze

Eﬁl.z = Bl
Vﬁu = E[(XIszl)_lXIMzee,szl(XIszl)_l] = Gz(XIszl)_l
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Ein Vergleich der Kehrwerte der beiden Varianzen zeigt:

2

(VB) " ~(VBi) ' = (XX~ (XIMLX))

Q

1 ’ 1 ’ ’ - ’
=—X{(I; -M,)X, =G—2X1X2(X2X2) 'X;X, 20

Q

= VB, <VB,

Der Schitzer ﬁl 1st zwar verzerrt, hat aber die kleinere Varianz als der

erwartungstreue Schitzer f3,, .

Ein zusitzliches Problem besteht in der Schiitzung von 7.

62 =¢? = €€
T-K,
¢ =M1y=M1(X1B1 +X,B, +8)=M1Xzﬁz +Me

Eele, = E(B;X;M, +&'M,)(M,X,B, + M g)
=B, XM, X, B, + EB, X, M e+ Ee’'M,X,B, + Ee’'M e
= BIXIMX,B, +(T-K,)o’

20, d.h. Verzerrung nach oben

Schlussfolgerungen:

e Die Schitzungen von B, und 6~ sind verzerrt.

e Die geschitzte Varianz von 3, kann geringer sein als jene von 3 ,.

e Falls X[X, =0,ist [31 unverzerrt. Allerdings bleibt s> weiterhin

verzerrt.
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4.3 Zu viele Regressoren

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 6.3 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 8.4.3.

Das "wahre" Modell sei: y=X [, +¢€
Geschitzt wird aber das erweiterte Modell: y=X,B, + X,B, +¢€

Dieses Modell ist im Prinzip nicht falsch (!), es wurde lediglich die

Information B, = 0 nicht beriicksichtigt. Der OLS-Schitzer ist nach

wie vor erwartungstreu: E(E’lj = (Blj
B,/ \0

/
e’e 5
)

Das selbe gilt fiir den Schitzer der Varianz: E =
T-K,-K,

Es schaut so aus, als ob es immer giinstiger ist zu viele Regressoren
als zu wenige zu verwenden. Das Problem mit dieser Ansicht ist, dass
die Prizision der Schitzung mit der Zahl der Regressoren abnimmt;
die Varianz der Koeffizienten ist bei der Regression mit weniger

Variablen kleiner.
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5 Der restringierte OLS-Schitzer

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 4.5 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 7.3, 7.4, 7.6.

5.1 Schitzung und Eigenschaften

Modell: y=XB+¢

Minimierungsproblem:

S(B)={y~xB) {y~XB) > min
NB: RB =q

Die Nebenbedingung (NB, Restriktion) enthdlt zusitzliche

Information!
Die Lagrange-Funktion L mit dem Vektor der Lagrange-
Multiplikatoren A zur Losung des Minimierungsproblems unter der

Nebenbedingung lautet:

/7

L=(y=XB) (y-XB)+2n(RB—q

L. ~ !
Bedingungen 1. Ordnung: 3_6 = —2X’(y — XB) +2R’A=0

3—;‘: 2(RB—q);0
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, , . X’X R’ B X'y
= Gleichungssystem in zwei Unbekannten: =
R 0/\\ q

B-(xx) "RIRxX)" R (RB )

Losung: B
A =[RX'X) "R _1(R[§ ~q)

VB =0?(X'X) " —6?(X’X) ' R|R(X’X) " R’]_lR(X’X)_l
%,A_/ L -
VB positiv definite Matrix

Verglichen mit dem unrestringierten Fall nimmt die Varianz ab, dies
entspricht dem Wert der zusitzlich in der Restriktion enthaltenen

Information.

Die Anpassung an die Daten ist allerdings schlechter.

5.2 TestIdee

Vergleich der Anpassung an die Daten des Modells mit und ohne

Restriktion
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5.3 Beispiel: Signifikanz der Regression

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 4.5 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 6.6.7.

Hypothese: alle Koeffizienten bis auf die Konstante sind null,

R*/(K-1)

(1-R*)/(T-K)

dh R?=0,J=K-1. = FK-1,T-K)=

5.4 Beispiel: Test auf Strukturbruch (Chow-Test)

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 13.1 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 7.6.

Zwei oder mehrere Zeitperioden oder auch zwei oder mehrere
Gruppen! Es soll getestet werden, ob die Koeffizienten der einen
Zeitperiode/Gruppe verschieden von denjenigen der anderen sind oder

nicht.

Im Fall von zwei Perioden/Gruppen ergeben sich die folgenden

Ansitze:

e Unrestringiertes Modell: Strukturbruch

- ()

y=XB+¢
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—

. ) 3 X’X 0 \'(x
B, 0 XX, X3y,
N /’ _] V4 N V4 _] /’
Bl :(XIXI) X1y, Bz :(szz) X5y,
—e’e=ele, +ese,

Hypothese: 3; = ,; R=(, -I) g=0

Entweder verwendet man die vorigen Resultate oder schitzt folgende

zusitzliche Regression:

e Restringiertes Modell: kein Strukturbruch

el
V) X, €,
¢’€ restringierte

Fehlerquadratsumme

Daraus lisst sich der Chow-Test fiir den allgemeinen Fall ableiten:

F J , T—2K — (,e e_eflel_e2e2)/‘I ~FJ oK
(elel +6262)/(T—2K) ’

o
Anzahlder Freiheitsgradeim
Restriktionen unrestringiertenModell

Wobei: J = Anzahl der Restriktionen (hier K)
2K= Anzahl Regressoren im unrestringierten Modell

T = Gesamtzahl der Beobachtungen
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Variante: Die Konstanten bleiben unrestringiert, Anderungen sind
nur in der Steigung moglich. Die restringierte Regressormatrix ist

0

W
, Wj . Die Regressoren (1" 0”)” bzw. (0" 1")” werden
i

1
daher X = (
0

als Dummy-Variablen bezeichnet.

Falls nicht geniigend Freiheitsgrade vorhanden sind, kann man auch
einen alternativen Chow-Test (predictive Chow-test) durchfiihren.

Dieser besteht aus folgenden Schritten:

I. Unter Verwendung des vollstandigen Datensatzes wird die

restringierte Schiatzung durchgefiihrt. Diese liefert die Residuen €.

2. Unter Verwendung der grosseren der beiden Stichproben wird die
unrestringierte Schitzung durchgefiihrt. Diese liefert die Residuen

c.

(8’8 —e’e)/T

3. KT,,T, -K)= o (T, - K)l , wobei T;<K.
2

Im Fall von n verschiedenen Perioden bzw. Gruppen folgt aus

dhnlichen Uberlegungen folgende Teststatistik fiir den Chow-Test:

('é’é’ — Zn:ei’ei)/l
i=1

F J ., T-nK =— ~ B rak
Anzahl der Freiheitsgrade im Z ’ ( —
Restriktionen unrestringierten Model i€ T HK)
i=1

Wichtig: Alle Varianten des Chow-Tests nehmen eine iiber alle

Perioden bzw. Gruppen konstante Varianz an.
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6 Prognose

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 6.4 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 7.11.

Gegeben x' =(X(1),---,X(I)<) wollen wir eine Prognose fiir y’ unter

Verwendung des Modells y° =x’B+¢° erstellen. Aus dem Gauss-

Markov-Theorem folgt, dass $° = xoﬁ der beste lineare

erwartungstreue Schitzer von Ey’ ist.

Prognosefehler:

Varianz des Prognosefehlers:

el

Ve! =o? + V(XO(B — B)) =0’ +o2x"(X’X)"'x’

Es kann gezeigt werden, dass die Prognosegenauigkeit abnimmt, je

weiter x"

vom "Zentrum" der Daten (= X) entfernt ist. Das
Konfidenzintervall fiir die Prognose ist gegeben durch:

90+ ta/zse(eo); se = Standardfehler
Im Spezialfall mit zwei Regressoren (K = 2)

I x,
V(1.2 -
1 - _
X = .X2 =(1 x), (X’X)_l :ﬁ szt X
: Vx _x 1

b

I x;
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wobei einer der Regressoren eine Konstante ist (X enthilt einen

Spaltenvektor aus lauter Einsen), resultiert:

>
=
|
>
—_

Ve' 2(52|:1+l+
T

)z} ; mit Z(Xt—i)zz(T—l)-VX

6.1 Messung der Prognosegenauigkeit

T = Anzahl durchgefiihrte Prognosen (Anzahl der Prognoseperioden)

® RMSE ("root mean-squared error"): \/ (1/ TO)Z (v =9 )2

Der RMSE ist das hiufigste Prognosemass

1 R
e MAE ("mean absolute error"): F Z‘Yt — Y

(T%)Z(yt -9.)
(o)

Vorteil des Theil’schen U ist dessen Invarianz gegeniiber

® Theil’sches U:

Masseinheiten.
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Einschub: Konsistenz und asymptotische Normalitét

Literatur: Wooldridge (2003), Anhang C.3 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 4.4.1, (4.4.2-4.4.5).

Was geschieht, wenn die Grosse der Stichprobe gegen unendlich geht?

DEFINITION: FEine Folge von Zufallsvariablen {X,} konvergiert in

Wahrscheinlichkeit gegen eine Konstante ¢ genau dann, wenn der

Grenzwert der Wahrscheinlichkeit, dass der Betrag IX-cl grosser als

jedes feste € > 0 ist, fiir t — oo gleich Null ist:

limP[|X, —¢[> €| =0 fiiralle g >0

t—>o0

Schreibweise: plim X; = ¢ (plim = Wahrscheinlichkeitslimes)

DEFINITION: Ein Schitzer heisst konsistent, falls plimﬁT =f.

IimEX, =c¢

Insbesondere gilt: =~ = plimX, =c¢
IimVX, =0
t—oo

Neben der Konsistenz stellt sich die Frage nach der Verteilung eines
Schitzers, wenn die Anzahl der Beobachtungen gegen unendlich geht.
Dies ist deshalb wichtig, da die Verteilung bei kleinen Stichproben im
allgemeinen nicht bekannt ist. Unter bestimmten Umstinden kann
diese aber durch die asymptotische Verteilung (Verteilung bei
unendlicher Stichprobe) approximiert werden. Aussagen iiber die
asymptotische Verteilung werden unter dem Stichwort zentraler

Grenzwertsatz ("central limit theorem") zusammengefasst. Eine
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einfache Version eines zentralen Grenzwertsatzes ist der Satz von

Lindeberg-Lévy.

SATZz: Falls {X,} eine Folge von identisch und unabhingig verteilten

Zufallsvariablen mit EX, = p und VX, = ¢ ist, dann gilt:

Y _EBEVY L T
_ X EXTeN(o,l), wobei X =lZXt.

N VX LT t=1

Fiir endliche Stichproben kann deshalb die Verteilung von X

Zy

angendhert werden:
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7 Asymptotische Eigenschaften des OLS-Schiitzers

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 5 und Anhang C.3 oder Greene
(1997), Kapitel 6.7, 6.7.1-6.7.3, 6.7.6, Greene (2000), Kapitel 9,
9.2,9.3.1,9.3.2, 9.3.5.

1
Unter der Annahme, dass %im;X’X = Q eine positiv definite Matrix

ist, und daher Q' existiert, gilt:
Ep=p

2 ’ -1
VB=c*(X'X)" = %(XTX) -0

Der KQ-Schitzer ist demnach konsistent.

Mit dem zentralen Grenzwertsatz kann gezeigt werden, dass unter den

beiden folgenden Annahmen:
L4 Egt = O und Vgt =62
e [X,, sind beschrinkt, d.h. die Elemente der X-Matrix sind endlich,

der OLS-Schitzer von B asymptotisch normal verteilt ist, selbst wenn

der Storterm nicht normalverteilt sein sollte:
ﬁ(B - B) - N(O,GZQ‘I) .

In endlichen Stichproben gilt somit:

A A G’ 1
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In der Praxis wird ¢* durch e'e/(T-K) und Q/T durch (X'X)

geschatzt.

Die t-Statistik fiir den Test einer linearen Restriktion folgt

asymptotisch einer Normalverteilung:

A

t, = P =P — N(0,1).

$*(X'X),,

Die F-Statistik fiir den Test mehrerer linearer Restriktionen ist nicht

mehr F-verteilt, aber die Wald Statistik

WeIE= (RB-q) R2(xX)"'R]" (RB—q) ~ %2

ist asymptotisch y>-verteilt mit J Freiheitsgraden.
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8 Generalized Least Squares

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 8.4 (und Kapitel 12) oder
Greene (1997, 2000), Kapitel 11.1.

Verallgemeinerte Methode der kleinsten Quadrate, die Annahme 3
(Homoskedastizitit und keine  Korrelation zwischen den
Beobachtungen) sowie die Annahme 6 (Normalitit) werden nun

weggelassen.

Modell: y=XB+e¢,

Ee=0, Ve=0’Q.

Die Varianz-Kovarianz Matrix Q ist eine symmetrisch positiv definite

Matrix.

Zwei Beispiele, die typischerweise in der Praxis auftreten:

Gf 0O -+ 0
0 o - 0
1. Heteroskedastizitiit: c:Q=| o ,
0O 0 - o-

In diesem Fall ist die Varianz des Storterms nicht fiir alle
Beobachtungen die selbe. Dieses Phdnomen tritt typischerweise in
Querschnittsuntersuchungen auf. Es gilt allerdings weiterhin, dass

Eee, =0fiirt#s:
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1 P P

1 ...
2. Autokorrelation: Q= p:1 - pT:_z
Pry Pro - 1

Dieser Fall tritt hédufig bei Zeitrethen auf. In diesem Fall tritt
Autokorrelation zwischen den Residuen auf: Eegg,# 0 fiir manche

t#Ss.

8.1 Schiatzung mit OLS

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 11.2-11.2.2.

e Der OLS-Schitzer bleibt erwartungstreu

A

B=(X'X)"'Xy=B+(X’X)"'Xe =Ep=

e Die Varianz des OLS-Schitzers ist:

VB = (X'X) "' X(Eee ) X(X'X) " = (X’X) " (X X)(X'X)™
SISl

e Falls €, ~ N(O,Gf), dann ist

B~ N(B.o?(x'X) " (x"QX)(X'X) ™).
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Die Standardtestverfahren sind nicht mehr anwendbar, da die Varianz
des Schitzers nicht mehr durch 6*(X'X)" gegeben ist. Ausserdem ist
s* unter Umstinden ein verzerrter Schitzer von 6% o*(X'X)" kann

grosser oder kleiner als die wahre Varianz sein.

Falls sowohl (X'X)/T als auch (X'QX)/T gegen positiv definite
Matrizen konvergieren, dann ist der OLS-Schitzer weiterhin
konsistent. Ausserdem bleibt der OLS-Schitzer asymptotisch normal

verteilt, solange die Diagonalelemente von € endlich sind.

Der OLS-Schitzer ist allerdings nicht mehr effizient. Ein Problem

besteht darin, dass 2 unbekannt ist = Zwei Schritte:

8.2 Schitzung mit GLS bei bekanntem

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 11.3.1.

Da Q eine symmetrische positiv definite Matrix ist, gilt:

Q= CAC’ = CA® A2C” und daher ist
Q'=CA'C’=CA* A2C’=P’P
—_—

P P
wobei: C = orthogonale Matrix, d.h. C'C=CC'=1I;,d.h. C' = C!
A = Diagonalmatrix mit positiven Eigenwerte, d.h. A = A’

Wir bilden nun die Transformation:

y=Py=P(XB+¢&)=PXB+Pec=XB+¢&
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Dieses transformierte Regressionsmodell erfiillt alle Voraussetzungen
des klassischen linearen Regressionsmodells, die Annahmen 1 bis 6

(Seite 21) sind wieder giiltig. Insbesondere gilt:
V& = E§§’ = EPee’P’ = 6°PQP’ = 6°P(P'P) ' P’ = 61,

Der verallgemeinerte OLS-Schitzer (GLS: “"generalized least

squares") oder Aitken-Schitzer lautet:

Bas =P =(XX) X'y =(XPPX)"'XPPy=(XQ"'X) xQy

Bei Verwendung dieses Schitzers konnen alle bisher behandelten

Testverfahren angewandt werden.

XX XX ;
T

Unter der Annahme —= 3(Q, wobei Q eine endliche,

symmetrische und positiv definite Matrix ist, gelten die folgenden

Eigenschaften fiir den GLS-Schitzer.

® Der GLS-Schitzer ist konsistent:
plimP =.
® Der GLS-Schitzer ist asymptotisch normal verteilt mit EB = und
VvB=o’(XX)" =o’(x'Xx)":
B— N[B,c*°(X'Q'X)™"].

e Der GLS-Schitzer ist der beste erwartungstreue lineare Schitzer

von 3 (Aitken 1935).
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e Die iiblichen Teststatistiken bleiben giiltig; einzig das R* lisst sich

nicht iibertragen.

8.3 Schitzung mit FGLS bei unbekanntem Q

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 11.4.1.

Wegen der Symmetrie hat €Q im allgemeinen T(T+1)/2
unterschiedliche Matrixelemente. Typischerweise hingt  jedoch nur

von ein paar wenigen Parametern 0 ab:
Q =Q(0).

¢ Im Fall der Autokorrelation erster Ordnung z.B. ist © = p und € ist

1 p Y
Q _ p 1 pT—Z
pT—l pT—Z 1

e Liegt Heteroskedastizitit z.B. der Form 6> =c°z" vor, wobei z

eine bestimmte beobachtbare Variable ist, so 1st 6 = o und
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Angenommen wir hitten einen konsistenten Schitzer fiir 0, dann

ersetzen wir Q durch Q = Q(é) und bilden den "feasible GLS":

rGLs 18t asymptotisch dquivalent zu Pg; g falls
ymp q
. XO'X . XQT'X
phmT = plim——

und

. 1 A —1 . 1 -1
Iim— X' Q 'e=plim—X"Q €.
P P T

Der FGLS hat die selben Eigenschaften wie der GLS; man benotigt
lediglich einen konsistenten (nicht jedoch effizienten Schétzer) von 6.

Alle Eigenschaften des GLS bleiben erhalten.
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9 Heteroskedastizitit

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 12 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 12.1.

Bei Querschnittsdaten tritt oft das Problem heteroskedastischer

Storungen auf.
Modell: y=XB+e¢,
Ee =0,

_ 2 2
Eee =Ve =0, =0"0,,

Ee e =Cov(g,,e ) =0 furt#s,

® 0 - 0 . 0 - 0

2
Ve=Eee'=6°Q=0" O el O = O S O
0 0 - o o 0 --- G%

9.1 Schitzung mit OLS

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 12.2.

Vgl. auch Abschnitt 8.1. Der OLS-Schitzer ist auch bei
heteroskedastischem Storterm erwartungstreu, jedoch nicht mehr

effizient. Der OLS-Schitzer bleibt konsistent und (asymptotisch)
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normalverteilt. Die Standardtestverfahren sind nicht mehr anwendbar,

da die Varianz des Schitzers nicht mehr durch 6*(X'X)"' gegeben ist.

9.2 Schitzung der Varianz des OLS-Schiitzers

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 12.2.3.

Anders als bei der Standard OLS-Schitzung ist die Varianz des

Schitzers gegeben durch
VB, s = (XX) ' [X'o?xX|(X'X)

Unter sehr allgemeinen Bedingungen, und ohne dass die tatsédchliche

Form der Heteroskedastizitit bekannt sein muss, kann die Matrix

X'6’QOX 1 ,
Y :T:¥263tht

tott

durch S, = Ze x x, geschitzt werden. Der sogenannte White-
Schéitzer fiir die Varianz von B, ist dann
VBos = T(X'X)'S, (X' X) ™.

Aus der so geschitzten Varianz lassen sich heteroskedastizitits-
robuste Standardabweichungen fiir die Koeffizienten berechnen. Wie
in Abschnitt 7 beschrieben, sind die t- und F-Statistiken asymptotisch

zu interpretieren.
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9.3 Test auf Heteroskedastizitat

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 12.3-12.3.1.

White's Test auf Heteroskedastizitit beruht auf dem Vergleich von

2 -1 -1 2 -1
$*(X’X) und  (X’X) (Z e’ xtx;j(X’X)
%K_J
Varianz—Kovarianz—Mam'g( bei N t y )
Fehlen von Heteroskedastizitét Varianz-Kovarianz-Matrix bei Vorhandensein

von Heteroskedastizitit

Die Nullhypothese lautet: es besteht keine Heteroskedastizitit.
Implementiert wird der Test, indem man die quadrierten OLS-
Residuen auf alle Kreuzprodukte der Regressoren regressiert.
Doppelte Regressoren werden aus Griinden der Multikollinearitdt nur
einmal beriicksichtigt. Die Grosse TR? (Anzahl der Beobachtungen
multipliziert mit dem Bestimmtheitsmass der White-Regression) ist
mit L Freiheitsgraden verteilt. L bezeichnet dabei die Anzahl der
Regressoren  ohne  Beriicksichtigung der Konstanten. Die

Nullhypothese wird abgelehnt, wenn TR* > %*(L) ist.

Der Test von White gibt allerdings keine Auskunft iiber die Form der

Heteroskedastizitit.

9.4 Schiatzung mit GLS bei bekanntem Q

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 12.4.

Der GLS-Schitzer ist nach Abschnitt 8.2:
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BGLS (X Q_lx) X,-Q_ly,
VBGLS =c’ (X,Q_]X)_l’

wobel hier

Die Gewichte ®, und die Varianz o’ sind nicht eindeutig, sondern nur

bis auf einen Proportionalititsfaktor bestimmt.

Auch dieser GLS-Schitzer kann als OLS-Schitzer nach einer

Transformation des urspriinglichen Modells gesehen werden:

3 Y1/\/7 X;/\/al Xll/.\/al XlK/\/al

y=Py= =PX = : = ; : : ,
YT/\/ X:F/\/(DT XTl/\/wT XTK/\/(DT
wobei der Zeilenvektor x| die t-te Zeile in der Matrix X ist. Der OLS-

Schitzer der transformierten Variablen, § und X, ist gleich dem

obigen GLS-Schitzer:

~

BGLS 5(5( X = (X'P'PX)” XPP = (X'Q'X)" XQly

TG [ R
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mit den Gewichten w,= 1/®,. Grosse Varianzen ®; haben kleine
Gewichte w,. Dieser Schitzer wird gewichteter OLS-Schitzer genannt

(WLS: weighted least squares).

9.5 Schitzung mit FGLS bei unbekanntem Q

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 12.5-12.5.1.

Der GLS-Schitzer bei heteroskedastischem Storterm 1st wiederum:

1
A 2~ — _ 7~ — 1 , 1
Pors = (X'Q X)'X'Q 1y=[2gxtxt] (Z?Xtyt]'

t t t t
mit x, Zeilenvektor der t-ten Beobachtung. Aber G; ist unbekannt.

Beispiele fiir Modelle der Heteroskedastizitit:

o (a,z,)=06"z" =1Inc, =Inc’+alnz,
2 2 ’
o (a,z,)=06"(z,)

ol (a,z)=0"(z,)

Zwei-stufiges Schitzverfahren:

In der ersten Stufe wendet man OLS an. Aus den OLS-Residuen wird
dann auf die Form der Heteroskedastizitit geschlossen oder ein
Modell fiir die Heteroskedastizitit geschitzt. Dies liefert eine

Schitzung fiir €, welche in der zweiten Stufe fiir die Berechnung des
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FGLS-Schitzers verwendet wird. Dies stellt ein zulidssiges Verfahren

dar, da OLS nach wie vor konsistent ist, so dass die OLS-Residuen

=Y _X;BOLS =Y _X;B+X;(B_BOLS)=8t +X;(B_BOLS)

die selbe asymptotische Verteilung wie die wahren Residuen g, haben.

Insbesondere gilt:

2 _ o2 , A 2 /( A )
e =& + (Xt(B o BOLS )) + 28tXt B_ BOLS :
Da Ee’ = o}, kann z. B. das Regressionsmodell
el=06.+v, =0z, +V,

verwendet werden, um o und somit auch € zu schitzen. Dies
entspricht einer Regression der quadrierten OLS-Residuen auf z. Der

Storterm

Vi = E(X: (B - BOLS ))2 + E(zetxi (B o BOLS ))

hat jedoch nicht Mittelwert null (dieses Problem kann durch die
Beriicksichtigung einer Konstanten behoben  werden), st
heteroskedastisch und autokorreliert (da vom selben Pors abhingig).
Da die Autokorrelation asymptotisch verschwindet ist der Schitzer

dennoch konsistent.

Nun wird der FGLS-Schiitzer mit Hilfe von Q = Q(6) berechnet:

BFGLSZ(X,Q(O\C)IX)IX,Q((X)IYZ(Z 1 thij (Z 1 Xtytj'

AD /A
t Gt((x’)
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Einschub: Begriffe der Zeitreihenanalyse

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 11 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 13.2, 13.3.1.

DEFINITION: Ist {g&} eine (zeitlich geordnete) Folge von
Zufallsvariablen, dann heisst die Funktion Ves die

Autokovarianzfunktion von {&;}. Sie ist definiert durch:

’Yt,s = COV(et ? gs ) = E[(gt - Eet )(85 - Egs )]
DEFINITION: Eine (zeitlich geordnete) Folge von Zufallsvariablen {&}
heisst stationdr, falls fiir alle r,s und t gilt:

(1) Eg& =m; unabhingig vom Zeitpunkt konstanter Mittelwert
(2) Vg =Vg =17, <o ; endliche, konstante Varianz
(3) COV(et,SS) = COV(8t+r,SS+r) = Yes

Bedingung (3) impliziert (2).

BEMERKUNG: Falls {€,} stationir ist, kann die Autokovarianzfunktion

geschrieben werden als
Th =Y = COV(8t » € ) =Yh>
|h| wird als Verzogerung ("lag") oder Ordnung ("order") bezeichnet.

Héaufig  wird  anstelle  der  Autokovarianzfunktion  die

Autokorrelationsfunktion betrachtet:

Yios
Yo

P =P = >=Corr(e,e,) h=0F112---.
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10 Autokorrelation

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 12.1 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 13.1.

Bei Zeitreihen haben wir es meist mit homoskedastischen Storungen
(Ee = 6°) zu tun. Diese sind jedoch oft iiber die Beobachtungen
hinweg korreliert. Wir nehmen im Folgenden an, dass der Storterm

eine stationdre Folge von Zufallsvariablen ist.
Modell: y=XB+e¢,

Ee =0,
Eee, =Ve, =6" =7,,

Eetes = COV(gt 985) = Yt—s = YOpt—s # O’

1 [oF Py
1 ...
Ve=Eee' =6’Q=7,Q=0" p:l A pT:_Z
Proy Pro - 1

Prototyp: Autoregressiver Prozess erster Ordnung AR(1)

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 12.2 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 13.3.2.

Bei Autokorrelation erster Ordnung hingt €, direkt nur von g ab:
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€ = q)gt—l +u,,

mit Bu, =0, Vu, =0, <o,

¢ <1 und Euu, =0 fiir t#s und Eug,

fir s < t. Fur lol < 1 ist {&,} stationdr.

Bei Homoskedastizitédt und Stationaritét gilt Ve, = Ve ; und damit

Ve, =0°Ve_, +Vu,=Ve =0’ =

1-¢°
Herleitung der Kovarianz der Storterme. Multiplikation der

autoregressiven  Beziehung durch €., und anschliessender

Erwartungsbildung ergibt:

2
Eee , =0Ee_g_ +Eug _ = v =0y, =0X | _3)2
Ebenso ergibt die Multiplikation mit €,:
2
c
Y, = Eetgt—z = (])Egt—lgt + Eutgt—z = q)Yl = ¢2Y0 = q)z X 1— 3)2

Daher gilt allgemein: v, =Eee,_, = 0"y, = 1(1)70121.
Damit ist die Varianz-Kovarianzmatrix des Storterms

1o - o

, 2 1 T-2
Eee'=6°Q = 6“2 (1) , ¢

1-¢ : :
(])T—l (])T—Z 1
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10.1 Schiatzung mit OLS

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 12 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 13.4.

Vgl. auch Abschnitt 8.1. Der OLS-Schitzer bleibt auch bei
Autokorrelation der Storterme erwartungstreu (Ausnahme siehe
Spezialfall unten). OLS ist aber nicht mehr effizient. Falls
lim XX

T—eo

=Q* positiv definit, dann ist OLS konsistent. Die

asymptotische Normalitéit bleibt unter sehr allgemeinen Bedingungen
erhalten. Die Standardtestverfahren sind nicht mehr anwendbar, da die

Varianz des Schitzers nicht mehr durch 6*(X'X)"! gegeben ist.
Spezialfall: OLS-Schitzung mit verzogerten Variablen

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 13.4.1.

Betrachte ein Regressionsmodell mit verzogerter endogener Variable

als Regressor und Autokorrelation in den Residuen:

Yt = Byt—l +£t
€ = q)et—l +u,

wobei [B|<1 und |¢| <1 . Daraus folgt:
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COV(Yt—l’ € ) = COV(Yt—l ) q)et—l +u, ) = q)COV(Yt—l?et—l ) = q)COV(Yt € )
= (I)B COV(Yt—] € )+ O COV(St » € )
%/_J

=Ve=ay /1-¢7

oVe 0l e
1—op (-opli—o?) " "O7

d.h. die Orthogonalititsannahme fiir OLS ist verletzt. Der OLS-

Schitzer ist deshalb weder erwartungstreu noch konsistent:

covly, .€) g
Vy '

plimB:B+

t—1

10.2 Schiitzung der Varianz des OLS-Schitzers

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 13.4.3.

Anders als bei der Standard OLS-Schitzung ist die Varianz des

Schitzer gegeben durch
VB = (XX) "' [X'6o*0X](X'X)

Unter sehr allgemeinen Bedingungen, und ohne dass die tatsidchliche

Form der Autokorrelation bekannt sein muss, kann die Matrix

X'(52£2X

—ZZy‘t o X X, + X X )

durch
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. 1 <
S=S,+— Z:Z:weet J( . tJ+xt th) mit S():¥Zlet2xtxt
t=1

]1t j+l

geschitzt werden. Die Gewichte w; sind durch w; = 1 - j/(L+1)
gegeben. Sie sind nicht mit den Gewichten in der gewichteten OLS
Regression zu verwechseln. Ein Problem stellt die geeignete Wahl von

L dar.

Der sogenannte Newey-West-Schiitzer oder —Korrektur der Varianz

von P, ist dann:
VPBos = T(X'X)'S(X'X) ™.

Aus der so geschitzten Varianz lassen sich autokorrelations- (und
heteroskedastizitits-) robuste  Standardabweichungen fir die
Koeffizienten berechnen. Wie in Abschnitt 7 beschrieben, sind die t-

und F-Statistiken asymptotisch zu interpretieren.

10.3 Tests auf Autokorrelation

Durbin-Watson Test

Literatur: Wooldridge (2003), Kapitel 12.2 oder Greene (1997, 2000),
Kapitel 13.5.1.

Durbin-Watson Teststatistik:
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T

T
Z(et —C )2 Zetet—l 2 2
€ + Cr

=2 =2 1-+2 S =2(1-p,)

T
2 2 2
Zet Zet Zet
t=1

t=1

o
I

e d<2:positive Autokorrelation = 0<p; <1
e d>2:negative Autokorrelation = -1<p; <0

Test auf positive Autokorrelation (positive Autokorrelation ist bei

okonomischen Zeitreihen hiufiger als negative):
Hy: p =0 ; keine Autokorrelation

Die Nullhypothese wird abgelehnt, falls d < d". Die Verteilung der
Teststatistik hdngt von der Regressormatrix X ab. Deshalb wird nur

ein "approximativer" Test verwendet.
H, wird abgelehnt, falls d < d"; (d" = untere Schranke, d = Testwert)

H, wird nicht abgelehnt, falls d > d"; (d” = obere Schranke, d =

Testwert)

Fiir d" < d < d" ist keine Entscheidung moglich, weitere Analysen sind

hier notwendig.

Der DW-Test ist relativ machtig, falls die Stérungen einem AR(1)-
Prozess folgen (plim d = 2(1-p;)). Liegt jedoch ein AR-Prozess
hoherer Ordnung vor, so liefern alternative Testverfahren unter

Umstdnden bessere Ergebnisse.
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Tests fiir autoregressive Prozesse hoherer Ordnung
Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 13.5.2.

Breusch-Godfrey (1978) Test:

Hy: keine Autokorrelation
H,: Autokorrelation p-ter Ordnung

Regressiere e, auf x;, €1, . . ., €.p, Wobei die Residuen €y, €4, . . ., €4
gleich Null gesetzt werden.

A

T R* ~ % mit p Freiheitsgraden

Fiir T R” < x*(p) wird H nicht abgelehnt.

Box-Pierce Statistik:

Hy: keine Autokorrelation

S e
t=j+1 =]
! d

T 2
et

L
Die Teststatistik Q = TZ f)Jz ~ i , wobei p i = er

= t=1

empirische Autokorrelationskoeffizient der Ordnung j ist.

Fir Q < xz(L) wird Hj nicht abgelehnt.

Verfeinerte Version: Ljung-Box-Statistik:

L p?
Q=T(T+2)> -~}

=117

Ein Problem stellt wiederum die Wahl von L dar.



10 Autokorrelation 64

10.4 Schiatzung mit GLS bei bekanntem Q

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 13.6.1.
Der GLS-Schitzer ist nach Abschnitt 8.2:
GGLS = (X,Q_IX)_1 X,-Q_ly
VBGLS = 62 (X,Q_IX)_I

Auch hier kann der GLS-Schitzer als OLS-Schitzung des
transformierten urspriinglichen Modells gesehen werden. Falls die
Storungen einem autoregressiven Prozess erster Ordnung, AR(1),

folgen, ist die Transformationsmatrix P gegeben durch:

1-¢> 0 0 0 0
—6 1 0 0 0
P=| 0 -¢ 1 0 0
0 0 0 —o 1

mit P'P = Q'. Durch Transformation ergibt sich:

VI=9%y, VI=07x] VI-97g,

YZ_(I)YI )'Z:PX: X;—(I)X;

o

= Pe = €, _q)el

yr — 0y Xt —0X1_ €r —0€r,

Das transformierte Modell §=XB+& kann mittels OLS effizient

geschiitzt werden.



65 Einfiihrung in die Okonometrie

Bei autoregressiven Modellen hoherer Ordnung kann man analog

vorgehen.

10.5 Schitzung mit FGLS bei unbekanntem Q

Literatur: Greene (1997, 2000), Kapitel 13.7.1.

OLS ist nach wie vor konsistent. Man kann daher die OLS-Residuen

zur Schitzung der Autokorrelation verwenden.

Zur Schitzung von B wird ein mehrstufiges Verfahren angewandt:

1. Schitzung mittels OLS liefert die Residuen e;.

2. Mit Hilfe dieser Residuen wird in ein Schitzer fiir ¢ konstruiert,
was (T) ergibt.

3. Mittels (T) wird Q = Q((T)) konstruiert.

4. Aus Q((T)) wird die Transformationsmatrix P ermittelt und damit das
transformierte Modell § = XB+ & generiert.

5. Die OLS-Schitzung des transformierten Modells ergibt den FGLS-

Schitzer GFGLS :
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Im Fall, dass die Storungen einem autoregressiven Prozess erster
Ordnung, AR(1), folgen, werden verschiedene Schitzer fiir ¢

vorgeschlagen:

L] (/I\):—t:ZT
e
=2
>
CCi
o (T):T_th:zT
T-1 Zez
t
t=2
S 2
X d Z(et et])
e 0=1--; mitd="=2— =2(1-1,)
2

® Cochrane-Orcutt: unrestringierte Regression:
Yo = (])Yt—l + B,Xt - (q)B,)Xt—l Tu,

Fiir autoregressive Prozesse hoherer Ordnung kann man analog

vorgehen.



